Calka nieoznaczona - calkowanie przez czesci

Twierdzenie. Jezeli funkcje ©# i v majg na pewnym przedziale X ciagle pochodne, to
(18) f u(x) (x)dx = u(x)v(x) — f u'(x)v(x)dx .

Pewnym problemem — na wstepnym etapie nauki catkowania — jest rozpoznanie calek, do ktorych
nalezy zastosowac powyzszy wzor (wzor na catkowanie przez czgsci). Widzimy, ze podobnie, jak we
wzorze na catlkowanie przez podstawienie, rowniez i tu funkcja podcatkowa jest iloczynem dwoch
funkcji. W uproszczeniu mozna powiedzieé, ze catkujemy przez czesci, gdy potrafimy znalez¢ funkcje
pierwotng jednego z dwoch czynnikéw funkcji podcatkowej oraz gdy obliczenie calki po prawej
stronie znaku rownosci we wzorze (18) jest tatwiejsze od obliczenia wyjsciowej catki. Dodatkowo,
wiedzac juz, ze dang catke obliczamy catkujac przez czesci, musimy zdecydowac, ktorg z funkceji tego
iloczynu przyjmujemy za funkcje u, a ktérg za v'. Aby utatwi¢ Czytelnikowi to zadanie ponizej
wyszczegoOlnione zostang trzy wazne grupy calek, ktore obliczamy catkujgc przez czgsci, z
jednoczesnym okres$leniem odpowiedniego przyporzadkowania:

L. f x" sin(ax + b)dx , f x" cos(ax + b)dx , f x"e“Pdx, (a, b, n — stale,
n — liczba naturalna) — w tym przypadku przyjmujemy: u(x)=x".

II. f X"In" xdx (r=-1), f x" arcsin xdx , f x" arccos xdx , f x"arctg xdx , f x"arcetgxdx (r, n
— stale, n — liczba naturalna) — w tego typu catkach przyjmujemy: v'(x)=x" (dla catek z
logarytmem) lub v/(x) = x" (dla pozostatych catek).

118 f e“ "’ sin(cx + d)dx , f e“* cos(cx+d)dx (a, b, ¢, d — stale) — w tym przypadku nie ma

znaczenia, ktorg z funkcji przyjmiemy za u, a ktora za v'. Tego typu calki obliczamy catkujac
dwukrotnie przez cze$ci, a nastepnie, przyjmujac szukang catke za niewiadoma, rozwigzujemy
otrzymane rownanie.

Przyklad. Obliczy¢ caiki:

a) f xsin(3x —1)dx b) f x* cosxdx c) f x’e dx
d) f\/;lnxdx, e) flil—fdx, f) flnzxdx,
2) f xarcctgxdx h) f arccos xdx , i) f e’ sin xdx .
Rozwiazanie.

a) W tym przykladzie oprécz wzoru (18) na catkowanie przez czgsci wykorzystamy roéwniez
poznany wczesniej wzor (15) i (16). Zauwazmy dodatkowo, ze funkcje v otrzymamy catkujac

funkcje Vv'.
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=—¢ cosx+3e’*sinx — 9fe3" sin xdx .

Przenoszac teraz otrzymang na koncu catke na lewg strong rownosci otrzymujemy

IOfe“ sin xdx = —e** cosx +3e** sinx,
a stad ostatecznie
. 1 .
fe3x sin xdx = —Be” (cosx—3sinx)+C.

Oczywiscie podane powyzej trzy grupy calek nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci jezeli chodzi o
catkowanie przez czgsci. Ponadto moze si¢ zdarzy¢, ze do danej calki trzeba bedzie zastosowac obie
podane metody catkowania: calkowania przez podstawienie i przez cze$ci.

Przyklad. Obliczy¢ caitki:
a) fcos(lnx)dx, b) fx3e"2dx, c) fxtgzxdx.
Rozwigzanie.

a) Z calka takiej postaci (jak rowniez caltka f sin(lnx)dx ) postgpujemy podobnie, jak z catkami z

grupy III — po dwukrotnym catkowaniu przez czgsci w otrzymanym wyrazeniu pojawi si¢ szukana

catka. Wystarczy przenies¢ ja na drugg stron¢ znaku rownosci i podzieli¢ otrzymang rdéwnosc¢ przez
odpowiedni wspolczynnik.
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Stad

2f cos(Inx)dx = xcos(In x) + xsin(Inx) /:2,

f cos(Inx)dx = %x[cos(ln x) + sin(In x)] +C.
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c) Wykonajmy najpierw pewne obliczenia pomocnicze:
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Przechodzac do szukanej catki otrzymamy
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Znalez¢ catki:

44. fxcosxdx, 45. fxe"‘dx, 46. fxz sin3xdx ,

47. [ xeos(3—2x)dx, 48, [xela, w. [vera,

50. [+Invas, st [ nxax, 52. fh%xdx,
X

53. f;‘_’;dx , 54, fxlnzxdx, 55. flnxdx,

X
56. f xarctgx dx , 57. f arctgx dx , 58. f arcsin x dx ,
59. fe"cosxdx, 60. fefzxsiné}xdx, 61. fx2xdx,

x ..

62. f 5 dx , 63. fxe sin x dx .
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